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UNE PROPRIE¨TE¨ DYNAMIQUE DES HOME¨OMORPHISMES DU
PLAN AU VOISINAGE D’UN POINT FIXE D’INDICE ’1
PATRICE LE CALVEZ
(Received 28 April 1997; in revised form 3 November 1997)
Nous montrons qu’un home´omorphisme f du plan pre´servant l’orientation de´fini au voisinage d’un point fixe isole´
d’indice de Lefschetz strictement supe´rieur a` 1 admet dans ce voisinage un domaine positivement ou ne´gativement
errant. Une telle situation est bien suˆr impossible quand f pre´serve l’aire et l’indice est donc ne´cessairement
infe´rieur ou e´gal a` 1. ( 1998 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
We prove that every orientation preserving homeomorphism f of the plane defined locally around an isolated fixed
point of Lefschetz index strictly larger than 1 has a positively or negatively wandering domain in this neighbour-
hood. Such a situation cannot occur when f is area preserving and the index must be smaller or equal to 1. ( 1998
Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
INTRODUCTION
En 1974, Nikishin [7] et Simon [12] ont de´montre´ inde´pendamment que l’indice de
Lefschetz d’un point fixe isole´ est toujours infe´rieur ou e´gal a` 1 pour un diffe´omorphisme
de classe C1 du plan pre´servant l’aire et l’orientation. Utilisant la notion de fonction
ge´ne´ratrice, le calcul de cet indice se rame`ne au calcul de l’indice d’un champ de gradi-
ent symplectique en une singularite´ isole´e, or l’indice d’un tel champ est toujours infe´rieur
ou e´gal a` 1. Cette de´monstration ne convient pas au cas des home´omorphismes car on n’a
pas de fonction ge´ne´ratrice. Cependant en 1987 Pelikan et Slaminka [8] ont donne´ une
preuve topologique du meˆme re´sultat dans le cas des home´omorphismes (la mesure
invariante est choisie re´gulie`re par rapport a` la mesure de Lebesgue). Leur preuve com-
mence par une se´rie de remarques simples mais puissantes et se de´veloppe ensuite en une
partie plus difficile: la mise en position canonique d’une courbe ferme´e simple et de
son image. Cette notion apparaıˆt e´galement chez Schmitt [10, 11] ainsi que dans [12]. Il
semble que les arguments donne´s par Pelikan et Slaminka sont incomplets, on pourra
cependant trouver les arguments manquants sur la mise en position canonique dans la the`se
de Bonino [1].
Le but de cet article est de donner une de´monstration simple du re´sultat pre´ce´dent en
essayant de de´velopper au maximum les premiers arguments de la preuve de Pelikan et
Slaminka pour aboutir a` une situation e´tudie´e avec Yoccoz dans [6]. On obtient alors
naturellement un re´sultat plus ge´ne´ral et purement topologique qui s’e´nonce ainsi:
THE¨ORE© ME. Soit f : …P… @ un home´omorphisme pre´servant l’orientation entre deux
voisinages de 0 dans R2 et ayant 0 comme seul point fixe. Si l’indice de ‚efschetz de 0 est
strictement supe´rieur a` 1, alors deux cas sont possibles:
(i) il existe un domaine »L… tel que la suite f n (» )
n*0
est bien de´finie et forme´e de
parties deux-a`-deux disjointes de …;
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(ii) il existe un domaine »L… @ tel que la suite f n (» )
n)0
est bien de´finie et forme´e de
parties deux-a`-deux disjointes de … @.
On en de´duit bien e´videmment le the´ore`me de Pelikan-Slaminka (il suffit que la mesure
invariante charge les ouverts); on en de´duit e´galement le corollaire suivant:
COROLLAIRE. ‚’indice de chaque point isole´ est infe´rieur ou e´gal a` 1 pour un home´omor-
phisme d’une surface orientable pre´servant l’orientation et n’ayant pas de point errant.
Je tiens a` remercier Lucien Guillou pour ses pre´cieuses remarques.
1. NOTATIONS ET RAPPELS
Nous noterons XM l’adhe´rence d’une partie X du plan euclidien oriente´ R2 et LX sa
frontie`re, nous rappelons qu’un domaine de R2 est une partie ouverte connexe et non vide.
Par de´finition, une courbe de Jordan est une courbe ferme´e simple du plan euclidien R2 et
la composante connexe du comple´mentaire qui est borne´e est un domaine de Jordan.
L’orientation de R2 de´finit une orientation naturelle sur le cercle unite´ S1 et plus ge´ne´rale-
ment sur toute courbe de Jordan.
Si m est un champ de vecteurs continu et ne s’annulant pas, de´fini sur une courbe de
Jordan C, l’indice i (m, C) de m le long de C est le degre´ de l’application
h> m (c(h) )
DDm (c(h)) DD
pour toute parame´trisation c : S1PC de C par le cercle unite´ S1 qui pre´serve l’orientation.
Si l’application zPm (z)#z prend ses valeurs dans l’adhe´rence du domaine de Jordan
” borde´ par C, alors l’indice est e´gal a` 1. En effet, utilisant le the´ore`me de Schoe¨nflies on
construit aise´ment une famille de champs de vecteurs continus m
t
sur C, de´pendant
continuˆment de t3[0, 1], telle que m
0
"m, telle que chaque application z> m
t
(z)#z est
a` valeurs dans ” quand t3]0, 1] et telle que m
1
est de la forme z> z*!z, ou` z* est un
point de ”. Par la meˆme formule, m
1
se prolonge en un champ de vecteurs sur R2 ayant une
unique singularite´ en z*. L’indice du champ de vecteurs sur une courbe de Jordan ne de´pend
que de la classe d’homotopie de cette courbe sur R2!Mz*N. En particulier l’indice le long de
C est e´gal a` l’indice le long d’un cercle centre´ en z* et donc a` 1. Pour exactement les meˆmes
raisons, si z> m (z)#z prend ses valeurs dans l’adhe´rence d’un domaine de Jordan ” @
disjoint de ”, l’indice est nul.
Soit f :…P… @ un home´omorphisme pre´servant l’orientation entre deux voisinages de
0 dans R2 et n’ayant que 0 comme point fixe. L’indice du champ de vecteurs m : z> f (z)!z
le long du bord de tout domaine de Jordan ” contenant 0 dont l’adhe´rence est dans … est
inde´pendant de ”, c’est l’indice de ‚efschetz de 0 que l’on notera i( f, 0). L’indice ne de´pend
que du germe de f en 0, il est invariant par conjugaison et on a i ( f, 0)"i ( f ~1, 0).
L’indice de Lefschetz se calcule facilement dans les situations classiques suivantes
(Fig. 1).
Dans le cas (a), il existe un domaine de Jordan ” dont l’adhe´rence est dans … qui est
invariant, l’indice est alors est e´gal a` 1; dans le cas (b), le domaine de Jordan est un attracteur
(l’image de ”M est contenue dans ” ) et l’indice est encore e´gal a` 1; dans le cas (c) qui
correspond a` un point selle d’un diffe´omorphisme, l’indice est 1 si les valeurs propres sont
ne´gatives (cas avec re´flexion) et !1 si elles sont positives (cas sans re´flexion); dans le cas (d)
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Fig. 1.
qui est un point selle de´ge´ne´re´, l’indice est e´gal a` 1 moins le nombre de demi-varie´te´s stables
invariantes (!3 sur le dessin); enfin le cas (e) est l’exemple classique d’un point fixe d’indice
#2 avec deux domaines elliptiques. Remarquons que dans ce dernier cas tout voisinage de
0 contient l’orbite d’un domaine errant. Notons e´galement, par la remarque sur les champs
de vecteurs faite plus haut, que s’il existe un domaine de Jordan dont l’adhe´rence est
dans … qui est positivement invariant, l’indice est 1, situation qui ge´ne´ralise les deux
premiers cas.
2. IDE¨E DE LA DE¨MONSTRATION
L’ide´e ge´ne´rale de la de´monstration est de caculer l’indice dans des situations se
rapprochant des situations classiques que l’on vient de rappeler.
Le premier re´sultat est une version locale du lemme de Brouwer sur les arcs de
translations. On trouve de´ja` tous les ingre´dients de la de´monstration dans [8], on peut
l’e´noncer ainsi:
PROPOSITION 1. Soit f :…P… @ un home´omorphisme pre´servant l’orientation entre deux
voisinages simplement connexes de 0 et n’ayant que 0 comme point fixe. Soit …A la composante
connexe de 0 dans …W f ~1(… ). S’il existe un domaine »L…A tel que f (» )W»"0, un point
z3» et un entier q*2 tel que f i (z)3…A pour tout i3M1,2 , q!1N et f q (z)3», alors
i ( f, 0)"1.
Le re´sultat dit en particulier que s’il existe une orbite pe´riodique contenue dans …A, ou`
meˆme une orbite re´currente, l’indice est 1. C’est une ge´ne´ralisation du cas (a) que l’on peut
qualifier de situation ‘‘elliptique’’. Remarquons que cette situation est stable: tout home´o-
morphisme f * :…P… @ pre´servant l’orientation n’ayant que 0 comme point fixe et uni-
forme´ment proche de f ve´rifie la meˆme hypothe`se. Nous donnerons la de´monstration dans
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la Section 5. Le lemme de Brouwer sur les arcs de translation s’applique aux home´o-
morphismes de R2, il faudra donc e´tendre convenablement f au plan (nous introduirons
dans la Section 3 la notion de bonne extension), puis utiliser la notion de modification libre,
notion fondamentale dans cet article, que l’on rappelera dans la Section 4.
Le second re´sultat se trouve dans [6] et s’e´nonce ainsi:
PROPOSITION 2. Soit f :…P… @ un home´omorphisme pre´servant l’orientation entre deux
vosinages de 0 dans R2 n’ayant que 0 comme point fixe. S’il existe un domaine de Jordan ”,
dont l’adhe´rence est dans … et tel que Y
k|Z
f ~k (”M )L”, alors i( f, 0) 1.
Cette situation peut eˆtre qualifie´e d’hyperbolique: elle ge´ne´ralise les situations (b)—(d),
c’est encore une situation stable. Le the´ore`me de´montre´ dans [6] est plus fort (on calcule les
indices de 0 pour chaque ite´re´ de f ), mais e´galement sous des hypothe`ses plus fortes (on
suppose que Y
k|Z
f ~k (”M )"M0N ). Sous les hypothe`ses plus faibles de la Proposition 2, il se
trouve que cette de´monstration, ou plutoˆt la partie la plus simple de celle-ci, donne en fait
la Proposition 2. Il nous a paru utile de de´gager cette proposition dans la Section 7, qui
apparaıˆt un peu cache´e dans [6].
Enfin le dernier re´sultat est un re´sultat de perturbation qui est une conse´quence du
the´ore`me de Baire et qui implique clairement notre the´ore`me. C’est en fait la seule partie
vraiment nouvelle de cet article mais c’est celle qui nous permet de faire le pont entre le cas
elliptique et le cas hyperbolique, nous la de´montrerons dans la Section 6.
PROPOSITION 3. Soit f :…P… @ un home´omorphisme pre´servant l’orientation entre deux
voisinages de 0 dans R2 n’ayant que 0 comme point fixe. Si i ( f, 0)O1 et si f ne ve´rifie pas la
conclusion du the´ore`me, alors il existe f * :…P…@ ve´rifiant les meL mes hypothe`ses que f,
uniforme´ment proche de f et e´gal a` f au voisinage de 0, qui ve´rifie les hypothe`ses de la
Proposition 2; en particulier i ( f, 0)"i ( f *, 0)(1.
Preuve du the´ore`me a` partir des propositions. Donnons-nous f :…P… @ n’ayant que
0 comme point fixe, ou` … et … @ sont simplement connexes. Conside´rons un domaine de
Jordan ” @ dont l’adhe´rence est dans la composante connexe …A de …W f ~1 (… )
qui contient 0. Si l’ensemble Y
k*0
f ~k(”M @) est d’inte´rieur non vide, il contient un
domaine » disjoint de son image, deux cas sont alors possibles: soit la suite ( f n(» ))
n*0
est forme´e d’ensembles disjoints deux a` deux et la conclusion (i) du the´ore`me est ve´rifie´e, soit
ce n’est pas le cas, les hypothe`ses de la Proposition 1 sont alors ve´rifie´es et on a i ( f, 0)"1.
On a une situation similaire si Y
k)0
f ~k (”M @ ) est d’inte´rieur non vide. Si nos deux
ensembles sont d’inte´rieurs vides, la Proposition 3 entraine que l’on peut perturber f en f *
sans changer le germe en 0 tel que l’intersection des ensembles Y
k*0
f *~k (”M @ ) et
Y
k)0
f *~k(”M @ ) ne connecte pas 0 au bord de ” @, et que l’on peut choisir un domaine de
Jordan ”L” @ contenant 0 avec Y
k|Z
f *~k(”M )L”. Par la Proposition 2, on obtient
i ( f, 0) 1.
Dans le cas ou` f pre´serve l’aire, la situation est plus claire. Si l’ensemble K"
Y
k|Z
f ~k (”M @) a de la mesure, il existe un point re´current et nous sommes dans la situation
elliptique; s’il ne rencontre pas la frontie`re de ” @ nous sommes dans la situation hyper-
bolique. Le seul vrai cas restant est le cas ou` la composante connexe de K qui contient
0 rencontre la frontie`re de ” @ et n’a pas de mesure: nous sommes alors dans une situation
tre`s instable et pouvons casser cette composante en perturbant f pour retomber dans le
deuxie`me cas.
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3. BONNES EXTENSIONS
Si f :…P… @ est un home´omorphisme pre´servant l’orientation entre deux voisinages de
0 dans R2 et n’ayant que 0 comme point fixe, on appellera bonne extension du germe de f en
0 tout home´omorphisme du plan dont l’ensemble des points fixes est discret, dont tous les
points fixes ont meˆme indice, et dont le germe en l’un des points fixes est conjugue´ au germe
de f en 0.
Voyons comment construire une bonne extension.
Soit … et … @ deux domaines de Jordan contenant 0 et f :…M P…M @ un home´omorphisme
pre´servant l’orientation n’ayant que 0 comme point fixe. L’home´omorphisme f peut eˆtre
prolonge´ en un home´omorphisme de R2 de meˆme nom. Conside´rons le comple´mentaire de
l’ensemble des points fixes de f distincts de 0 et notons M la composante connexe de cet
ensemble qui contient 0. Soit n : MI PM le reveˆtement universel, nous savons que MI est
topologiquement un plan. Fixons z
0
3n~1(M0N) et notons F l’unique rele`vement de
fDM
a` MI qui fixe z
0
. L’ensemble Z des points fixes de F est contenu dans n~1(M0N), c’est une
partie discre`te et non vide. De plus le germe de F en chaque point fixe est conjugue´ au germe
de f en 0 et en particulier l’indice de Lefschetz en tout point fixe est e´gal a` i ( f, 0): nous avons
une bonne extension du germe de f en 0.
Supposons maintenant que f :…P… @ ve´rifie les hypothe`ses de la Proposition 1. Quitte
a` restreindre tre`s le´ge`rement … et … @, nous pouvons supposer que ce sont des domaines de
Jordan, que f se prolonge en un home´omorphisme sur les adhe´rences et faire la construction
pre´ce´dente. Si …I est la composante connexe de n~1(…) qui contient z
0
, et si »I est la
composante connexe de n~1(» ) contenue dans …I , on a
F (»I )W»I "0 et Fq(»I )W»I O0.
4. MODIFICATIONS LIBRES
Nous notons H le groupe des home´omorphismes du plan pre´servant l’orientation.
Reppelons que le support de f3H est l’adhe´rence de l’ensemble des points z3R2 tels que
f (z)Oz. Rappelons e´galement qu’une partie X de R2 est une partie libre pour f si
f (X)WX"0.
Nous dirons que f *3H est une modification libre e´le´mentaire de f3H si f *"f ° h, ou` le
support de h est contenu dans un domaine libre de f. Nous dirons que f *3H est une
modification libre de f3H sil’on peut trouver f
0
, f
1
,2 , fn dansH, avec f0"f et fn"f *, et
tels que chaque, f
i
, 0(i)n, est une modification libre e´le´mentaire de f
i~1
.
Remarquons que si f * est une modification libre e´le´mentaire de f, ces deux applications
ont meˆmes point fixes, et que les indices de Lefschetz des points fixes isole´s sont inchange´s.
Ceci est donc encore vrai si f * est une modification libre de f.
5. DE¨MONSTRATION DE LA PROPOSITION 1
Nous nous fixons dans ce Section une partie discre`te Z de R2 ainsi qu’un entier sO1.
Nous notonsH
0
l’ensemble des e´le´ments f3H dont Z est l’ensemble des points fixes et tels
que, pour tout z3Z, on a i ( f, z)"s.
Nous avons les re´sultats suivants.
(i) „oute modification libre d’un e´le´ment deH
0
est encore dansH
0
. Ce n’est rien d’autre
que la remarque finale de la Section pre´ce´dente.
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(ii) ‚es points pe´riodiques de f3H
0
sont les points fixes de f. C’est le lemme de Brouwer
sur les arcs de translation (voir [2—5]). Si f3H a une orbite pe´riodique de pe´riode
q*2, il existe une courbe de Jordan C le long de laquelle l’indice du champ de
vecteurs z> f (z)!z est bien de´fini et e´gal a` 1. Si l’ensemble des points fixes de f est
discret, l’entier 1 repre´sente la somme des indices des points fixes contenus dans le
domaine de Jordan borde´ par C. Puisque sO1, une telle situation est impossible si
f appartient a` H
0
.
(iii) „out domaine libre » de f3H
0
est errant. En particulier les seuls points non-errants
de f3H
0
sont les point fixes. C’est encore le lemme de Brouwer. Si » est un
domaine libre non errant, on peut conside´rer le premier entier strictement positif
q*2 tel que f q (» )W»O0. Si z3f q(» )W», on peut trouver un arc c joignant
z a` f ~q(z) contenu dans », puis un home´omorphisme h a` support compact contenu
dans » et proche de c qui ve´rifie h (z)"f ~q(z). L’home´omorphisme f *"f ° h
appartient a` H
0
et a un point pe´riodique z de pe´riode q, ce qui est impossible.
La remarque pre´ce´dente et la Section 3 nous donne clairement la Proposition 1.
6. DE¨MONSTRATION DE LA PROPOSITION 3
Nous gardons dans cette Section notre ensemble Z, notre entier sO1 et nous munissons
l’ensemble H de la topologie compacte-ouverte. Nous nous donnons un domaine de
Jordan ”@ contenant un point z
0
de Z et tel que ”M @W Z"Mz
0
N. Nous de´finissons alors,
pour tout f3H
0
, les ensembles compacts
K` ( f )" Y
k*0
f ~k (”M @), K~ ( f )" Y
k)0
f ~k (”M @) , K( f )"Y
k|Z
f ~k (”M @).
L’ensemble K` ( f ) (resp. K~ ( f ), K ( f )) est le plus grand ensemble positivement invari-
ant (resp. ne´gativement invariant, globalement invariant) contenu dans ”M @.
Nous de´finissons alors l’ensemble H
1
forme´ des home´omorphismes f 3H
0
tels que
K~ ( f ) et K` ( f ) sont d’inte´rieur vide, c’est-a`-dire tels que K~ ( f )XK` ( f ) est d’inte´rieur
vide.
Nous avons les re´sultats suivants.
(i) Si on munit l’ensemble des parties compactes non-vides de R2 de la distance de
Hausdorff, les applications
f>K` ( f ), f>K~ ( f ) et f>K ( f )
de´finies sur H
0
sont semi-continues supe´rieurement.
La de´monstration est e´vidente, e´tudions le premier cas: si K`( f ) est contenu dans une
partie ouverte O et si ( f
n
)
n*0
est une suite d’e´le´ments de H
0
convergeant vers f telle que
K` ( f
n
)L/ O, alors, quitte a` extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite
(K` ( f
n
))
n*0
converge vers une partie compacte K contenue dans ”M @. Celle-ci rencontre le
comple´mentaire de O et est positivement invariante par f, elle est donc contenue dans
K` ( f ), ce qui est impossible.
(ii) Si K`( f ) (resp. K~ ( f ) ) est d’inte´rieur non vide, il existe un domaine » tel que la suite
( f n (» ) )
n*0
(resp. ( f n (» ) )
n)0
) est forme´e de parties disjointes contenues dans ” @.
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En effet tout point dans l’inte´rieur de K` ( f ) (resp. K~ ( f ) ) admet un voisinage ouvert
connexe et libre contenu dans K` ( f ) (resp. K~ ( f )) et ce voisinage est errant.
(iii) Si f *"f ° h est une modification libre e´le´mentaire de f3H0 , ou` le support de h est
contenu dans un domaine libre » de f, on a:
K~ ( f *)W»"K~ ( f )W»
K` ( f * )W»"h~1 (K` ( f )W» )W”M @.
En effet, le domaine » e´tant errant, si z appartient a` » les suites ( f *n(z))
n)0
et
( f n(z))
n)0
sont e´gales, de meˆme que les suites ( f *n(z))
n*1
et ( f n(h(z)) )
n*1
.
(iv) „oute modification libre d’un e´le´ment de H
1
est encore dans H
1
.
Il suffit de de´montrer que si f *"f ° h est une modification libre e´le´mentaire de f3H1 ,
ou` le support de h est contenu dans un domaine libre » de f, alors f * appartient a`H
1
. Les
parties ouvertes O`"Int(K` ( f * ) ) et O~"Int(K~ ( f * )) sont respectivement posit-
ivement et ne´gativement invariantes par f *. La remarque pre´ce´dente nous dit que O~W» et
O`W» sont contenues respectivement dans K~ ( f ) et dans h~1(K`( f ) ). Comme ces
parties sont ouvertes et comme f appartient a`H
1
, elles sont vides. Puisque f et f * coı¨ncident
en dehors de », on a f (O`)"f * (O`)LO`. Ainsi O` est une partie positivement invari-
ante par f contenue dans ”M @, elle est donc contenue dans K`( f ), et comme ce dernier
ensemble est d’inte´rieur vide, on a O`"0. De meˆme, on a
O~W f (» )"O~W f * (» )Lf *(O~)Wf * (» )"f * (O~W» )"0 ,
et comme f *~1 et f ~1 coı¨ncident en dehors de f (» ), on en de´duit que l’on
a f ~1 (O~)"f *~1(O~)LO~, puis comme pre´ce´demment que O~ est vide.
Nous allons de´montrer la proposition suivante.
PROPOSITION 3@. Si f appartient a` H
1
, il existe une modification libre f * de f aussi proche
que l’on veut de f, e´gale a` f au voisinage de z
0
, et un domaine de Jordan ”L” @ tel que
K ( f *)WL”"0.
De´monstration. On notera, B
r
(resp. S
r
) la boule ouverte (resp. la sphe`re) de centre 0 et de
rayon r’0. Graˆce au the´ore`me de Schoe¨nflies, on peut toujours supposer que ” @"B
1
et
que z
0
"0. On repre´sentera tout point de R2 par ses coordonne´es polaires (h, r). On
appelera arc tout ensemble de la forme I]MrN, ou` I est un intervalle de R; on appelera
segment tout ensemble de la forme MhN]J, ou` J est un intervalle de ]0,#R[ ; on appelera
rectangle polaire ou plus simplement rectangle tout ensemble de la forme I]J, ou` I est un
intervalle de R et J un intervalle de ]0,#R[.
Commenions par de´montrer le lemme e´le´mentaire suivant.
LEMME. Pour tout f3H
1
, l’ensemble X ( f ) des re´els r3]0, 1[ tels que (K~ ( f )X
K` ( f ) )WS
r
est d ’inte´rieur vide dans S
r
est un Gd dense de ]0, 1[.
De´monstration. Pour tout couple (k, n) d’entiers ve´rifiant n*2 et 0)k(n, on de´finit
l’ensemble ‰
k,n
des re´els r3]0, 1[ tels que K~ ( f )XK` ( f ) contient l’arc [2kn/n,
2(k#1)n/n]]MrN: c’est une partie ferme´e de ]0, 1[ d’inte´rieur vide. Comme ]0, 1[ est un
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espace de Baire et comme X ( f ) n’est rien d’autre que le comple´mentaire de
Z
2)n,0)k:n
‰
k,n
, le lemme suit. K
Conside´rons f
0
satisfaisant les hypothe`ses de la Proposition 3@ et fixons r
0
3X ( f
0
).
Comme f
0
n’a pas de point fixe sur S
r0
et comme (K~ ( f
0
)XK` ( f
0
) )WS
r0
est d’inte´rieur vide
dans S
r0
, on peut trouver une famille (h
i
)
0)i)n
, n*2, de re´els ve´rifiant
h
0
(h
1
(2(h
n
"h
0
#2n
tels pour tout 0)i)n, on a
(h
i
, r
0
) N K~ ( f
0
)XK`( f
0
)
et tel que chaque arc [h
i
, h
i`1
]]Mr
0
N, 0)i(n, est libre.
Si e3]0, r
0
[ est choisi assez petit, tous les rectangles
R
i
"[h
i
, h
i`1
]][r
0
!e, r
0
#e]
seront libres, et tous les segments
S
i
"Mh
i
N][r
0
!e, r
0
#e]
disjoints de K~ ( f
0
)XK` ( f
0
).
Fixons maintenant un entier N*2 et conside´rons une famille (g
j
)
0)j)N
de re´els
ve´rifiant
h
0
"g
0
(g
1
(2(g
N
"h
1
tels que pour tout j3M0,2 , N!1N, on a
g
j`1
!g
j
)2n/N
et tels que pour tout j3M0,2 , NN, on a
(g
j
, r
0
) N K~ ( f
0
)XK` ( f
0
).
On construit facilement un home´omorphisme u
0
de [h
0
, h
1
], e´gal a` l’identite´ au
voisinage de h
0
et de h
1
, laissant fixe chaque g
j
et envoyant les autres points suffisamment
a` droite pour que la proprie´te´ suivante soit ve´rifie´e:
si (h, r
0
) appartient a` K~( f
0
), alors (u
0
(h), r
0
), n@appartient pas a` K` ( f
0
).
On conside`re alors l’home´omorphisme du plan h
0
de´fini sur [h
0
, h
1
]][r
0
!e/2,
r
0
#e/2] par l’e´galite´
h
0
(h, r
0
#t)"( (2 Dt D/e)h#(1!2 Dt D/e)u
0
(h), r
0
#t) ,
et e´gal a` l’identite` en dehors de ce rectangle. Le support de h
0
est contenu dans l’inte´rieur de
R
0
qui est un domaine libre de f
0
, ainsi f
1
"f
0 °
h
0
est une modification libre e´le´mentaire de
f
0
et appartient donc a` H
1
(Fig. 2).
Quand N est grand, l’application f
1
est proche de f
0
(inde´pendamment du choix des g
j
) et
comme les applications f >K~ ( f ) et f >K` ( f ) sont semi-continues supe´rieurement,
chaque segment S
i
est encore disjoint de K~ ( f
1
)XK` ( f
1
). On sait d’autre part que chaque
rectangle R
i
est encore libre pour f
1
, et aussi, graˆce a` la remarque (iii) faite plus haut, que
K( f
1
)W ([h
0
, h
1
]]Mr
0
N )"0.
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On choisit ensuite r
1
3X ( f
1
)W]r
0
!e/2, r
0
#e/2[ assez proche de r
0
pour que l’on ait
K( f
1
)W ([h
0
, h
1
]]Mr
1
N )"0 et on recommence le raisonnement pre´ce´dent: on construit
une modification libre e´le´mentaire f
2
"f
1 °
h
1
de f
1
, ou` le support de h
1
est dans l’inte´rieur
de R
1
, tel que K( f
2
)W ([h
1
, h
2
]]Mr
1
N )"0, suffisamment proche de f
1
pour que chaque
segment S
i
soit disjoint de K~ ( f
2
)XK` ( f
2
), on peut e´galement choisir f
2
assez proche de
f
1
pour avoir K ( f
2
)W ([h
0
, h
1
]]Mr
1
N)"0.
Par une re´currence imme´diate, on construit une famille de re´els (r
i
)
0)i:n
, et une famille
d’home´omorphismes (h
i
)
0)i:n
, ou` h
i
est a` support dans l’inte´rieur de R
i
, tels que si la
famille ( f
i
)
0)i)n
est de´finie par la relation f
i`1
"f
i °
h
i
, alors chaque R
j
est un rectangle
libre pour chaque f
i
, chaque segment S
j
est disjoint de K~( f
i
)XK`( f
i
), et tel que
K ( f
i
)W([h
0
, h
i
]]Mr
i~1
N)"0. En particulier f
n
est une modification libre de f
0
et K ( f
n
) est
disjoint de S
rn~1
. On choisit donc ”"B
rn~1
. K
Nous obtenons la Proposition 3 en utilisant encore la Section 3 et en remarquant que
dans la de´monstration pre´ce´dente, chaque rectangle R
i
est contenu dans ” @. Comme ” est
inclus dans ” @, on a
Y
k|Z
f *~k (”M )LY
k|Z
f *~k (”M @ )
les hypothe`ses de la Proposition 2 sont donc bien ve´rifie´es par f *.
7. DE¨MONSTRATION DE LA PROPOSITION 2
Tous les arguments qui suivent se trouvent dans [6]. Rappelons que toute courbe de
Jordan C est naturellement oriente´e et notons (a, b)
C
l’arc ouvert oriente´ issu de a et
aboutissant en b, pour tous points a et b de C.
Commenions par rappeler certaines proprie´te´s des domaines de Jordan dues a` Ke´re´k-
ja´rto´.
Si ” et ” @ sont deux domaines de Jordan contenant 0, alors la composante connexe de
UW” @ qui contient 0 est un domaine de Jordan note´ ”?” @. On obtient ainsi une
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ope´ration commutative et associative sur l’ensemble des domaines de Jordan contenant 0,
qui commute avec tout home´omorphisme du plan fixant 0. Si (”
i
)
1)i)n
est une famille finie
de domaines de Jordan contenant 0, la composante connexe de Y
1)i)n
”
i
qui contient
0 est un domaine de Jordan, note´ §
1)i)n
”
i
, dont la frontie`re est contenue dans
Z
1)i)n
L”
i
.
Pre´cisons un peu la situation dans le cas de deux domaines de Jordan ” et ” @ tels que
” ne contient ni n’est contenu dans ” @, notons alors C, C @ et CA les frontie`res respectives de
”, ” @ et ”?” @ (Fig. 3).
Les composantes connexes de CA!C de´terminent une famille non vide ((a
i
, b
i
)
C@
)
i|I
au
plus de´nombrable d’arcs de C @, ou` a
i
et b
i
sont des points distincts de CWC @WCA. La famille
((a
i
, b
i
)
C
)
i|I
repre´sente alors les composantes connexes de C!CA. Chaque ensemble
(a
i
, b
i
)
C
X(a
i
, b
i
)
C @
XMa
i
, b
i
N est une courbe de Jordan de´limitant un domaine de Jordan O
i
ne
contenant pas 0. La famille (O
i
)
i|I
repre´sente les composantes connexes de ”!”?” @ ;
la famille (O
i
X (a
i
, b
i
)
C@
)
i|I
les composantes connexes de ”!”?” @; la famille
(O
i
X(a
i
, b
i
)
C
)
i|I
les composantes connexes de ”M !”?” @. On a donc une bijection
naturelle entre les composantes connexes de cinq ensembles. Remarquons que pour tout
e’0, il existe un nombre fini d’ensembles O
i
de diame`tre*e.
De´monstration de la Proposition 2. On se donne f :…P… @ ve´rifiant les hypothe`ses de
la Proposition 2. On peut toujours prolonger la restriction de f a` ”M au plan tout entier et
supposer donc que f est de´fini sur R2.
S’il existe un domaine de Jordan ” @L… positivement (resp. ne´gativement) invariant
par un ite´re´ f m, m*1, le domaine de Jordan §
0)i:m
f i(” @) est alors positivement (resp.
ne´gativement) invariant et nous savons que l’indice est 1. Nous supposerons donc que de
telles situations sont impossibles.
Il existe un entier n
0
*1 tel que l’on a
Y
Dk D)n0
f ~k (”M )L”.
Conside´rons alors le domaine de Jordan
”
0
" §
0)j:n0
f ~j (”)
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de´finissons pour tout entier n*0, le domaine
”
n
" §
0)j)n
f ~j (”
0
)" §
0)j:n`n0
f j (”)
et notons C
n
la frontie`re de ”
n
.
LEMME 1. (a) Pour tout n*0, on a ”
n
"”
0
?f ~n(”
0
).
(b) Pour tout n’n
0
et pour tout z3C
n
W”
0
, le point f (z) appartient a` ”
0
et n’appartient
pas a` ”
n
.
(c) Pour tout n*1, la courbe f (C
n
) est contenue dans ”M
0
.
De´monstration: (a) La relation ”
n
"”
0
? f ~n (”
0
) est clairement ve´rifie´e pour n)n
0
,
de meˆme que l’inclusion ”
n
L”
0
?f ~n(”
0
) pour tout n*0. Il reste a` montrer que cette
inclusion n’est pas stricte dans le cas ou` n’n
0
, et donc a` montrer que la frontie`re du
premier domaine est disjointe du second domaine. Un point z3L”
n
appartient a` f ~k(L”)
pour un certain k3M0,2 , n#n0!1N, mais comme, par de´finition de n0 , on a
”M
n
L Y
0)j:n`n0
f ~j (”M )L Y
n0)j:n
f ~j (”)
l’entier k appartient en fait a` M0,2 , n0!1NXMn ,2 , n#n0!1N. Si k3M0,2 , n0!1N, le
point z n’appartient pas a` ”
0
; si k3Mn ,2 , n#n0!1N, il n’appartient pas a` f ~n(”0 ).
(b) Fixons z3”M
n
W”
0
. Puisque z appartient a` ”
0
, il n’appartient a` la frontie`re d’aucun
f ~j (” ), 1)j(n
0
, or on vient de voir qu’il n’appartient pas non plus a` la frontie`re de
f ~n0 (”) puisqu’il appartient a` ”M
n
et que n’n
0
. Le point z, qui appartient a` l’adhe´rence du
domaine §
1)j)n0
f ~j(”) (puisque z3”M
n
), n’appartient donc pas a` sa frontie`re: il appar-
tient donc au domaine lui-meˆme et f (z) appartient a` ”
0
.
La fait que f (z) n’appartient pas a` ”
n
est tre`s simple a` de´montrer et encore vrai pour tout
n*1. En effet le point z, qui appartient a` C
n
et pas a` C
0
, appartient a` la frontie`re d’un
ensemble f ~k (”
0
), 1)k)n, ainsi f (z) n’appartient ni a` Y
0)k:n
f ~k(”
0
) ni meˆme a for-
tiori a` ”
n
.
(c) Le re´sultat est e´vident puisque le domaine f (”
n
) est contenu dans ”
0
. K
Fixons maintenant n’n
0
. Par l’assertion (a) du Lemme 1, on peut noter
((a
i
, b
i
)
f~n (CÒ)
)
i|I
la famille des composantes connexes de C
n
!C
0
. L’image par f d’un arc
c
i
"(a
i
, b
i
)
f~n (CÒ)
est contenue dans ”
0
!”
n
d’apre`s l’assertion (b) du Lemme 1, et plus
pre´cise´ment dans une composante connexe de cet ensemble que l’on peut e´crire
Q
i@
X (a
i@
, b
i@
)
f~n (CÒ)
, en gardant les notations du de´but de la Section. On obtient une
application u de I dans I en posant i @"u (i ). Du fait qu’il existe un nombre fini de O
i
de
diame`tre*e pour tout e’0, et du fait que f n’a pas de point fixe sur C
0
, nous de´duisons
que u a un nombre fini de points fixes (Fig. 4).
La Proposition 2 est alors une conse´quence imme´diate du re´sultat suivant.
LEMME 2. ‚’indice de f le long de C
n
est e´gal a` 1!p, ou` p est le nombre de points fixes
de u.
De´monstration. On peut construire un home´omorphisme h entre C
0
et C
n
pre´servant
l’orientation, envoyant chaque arc (a
i
, b
i
)
C0
sur (a
i
, b
i
)
Cn
et laissant fixe chaque point de
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C
0
WC
n
. On peut de´finir un champ de vecteurs continu m sur C
0
XC
n
en posant
m(z)"f (z)!z si z3C
n
et m (z)"f (h(z))!z si z3C
0
. Ce champ ne s’annule pas sur C
n
ni
meˆme sur C
0
puisque pour tout z3C
0
!C
n
le point f (h(z)) appartient a` ”
0
.
L’assertion (c) du Lemme 1 nous dit que pour tout z3C
0
, le point f (h (z)) appartient
a` ”M
0
, on a donc
i (m, C
0
)"1.
Puisque m (z)#z appartient a` Qu (i) pour tout z3LOi et que Ou (i) et Oi sont disjoints si
u(i)Oi, on a e´galement
i(m, LO
i
)"1 si u(i)"i
"0 si u(i )Oi.
Le lemme de´coule alors de l’e´galite´
i (m,C
n
)"i (m, C
0
)!+
i|I
i (m, LO
i
). K
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